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修形斜齿轮的承载接触分析3
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【摘要】　提出了一种斜齿轮承载接触分析 (L TCA )的方法。这一方法包括了齿间间隙、齿面间隙、

误差、轮齿变形、支撑变形等多种因素的影响,可以编制成高仿真度的计算机软件。这一方法还可

通过对单齿对的几何和力学计算,进行多对齿啮合的接触分析,并且采用有限元素柔度系数法计

算轮齿变形,极大地节约计算工作量。
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1　前　言
　　齿轮轮齿承载接触分析L TCA 技术已与齿轮修形设计结合在一起,研究修形条件下的轮

齿承载啮合情况,以寻求最佳的齿面修形设计[1, 2 ]。作者也曾以有限元法为工具,研究了斜齿轮

修形的设计和修形对齿面载荷分布的影响[3, 4 ]。但这些研究中均存在有相同的问题,即几何分

析工作的不足,未能提供在不同误差条件下的精确的齿面几何状况,以至于研究工作局限于理

论的非误差的工作条件,不能满足高可靠性要求的重要齿轮设计。因此,作者应用L itvin 教授

的轮齿接触分析理论[5 ] ,对有多种修形的斜齿轮在误差条件下的齿面几何及啮合状况作了全

面的研究[6 ] ,提供了精确的几何分析数据。在此基础上,作者进一步提出采用有限元方法和非

线性数学规划方法的轮齿承载接触分析,提供了斜齿轮在修形和误差条件下,相应于不同传递

载荷的齿面载荷分布和传动误差,为进一步的强度和振动分析创造了条件。

2　空载时的传动误差及齿面接触间隙
　　作者曾获得了被计算的斜齿轮副在啮合路径每一瞬时接触点上的主、被动齿轮转角Υ1、Υ2

图 1　齿轮副空载时传动误差

以及传动误差 ∆Υ2 (见文献[ 6 ]之公式 (10) )。这一角度传

动误差可以转换为齿面法向的线位移, ∆t= rb2 ∆Υ2co sΒb。

式中, rb2和 Βb 分别为被动齿轮的基圆半径和基圆螺旋

角。图 1所示为传动误差 ∆t的图形。由于齿面修形和误

差等原因, 在任一啮合位置 (相应于某一瞬时接触点)

Υ10,造成了齿轮副的非共轭, 即同时啮合的相邻两对齿

具有不同的传动误差 ∆tÉ和 ∆tÊ ,这是决定齿间载荷分配

的主要因素。



图 2　齿面接触的主方向和间隙

由于误差和修形的存在,斜齿轮副都是点接触的。但

是,这类点接触齿轮在承载后,仍与线接触十分近似,即

瞬时接触椭圆的长轴远远大于短轴。因此,在考虑齿面载

荷分布时,可以只考虑载荷沿长轴的分布。由于修形斜齿

轮的点接触特性,则在承载的起始时刻,两齿面仅在某一

瞬时接触点M o 接触,沿M o 的主方向,即瞬时接触椭圆

的长轴方向上,其它离散点都存在齿面间隙,这一间隙影

响了载荷在齿面上分布的形状 (见图 2)。从斜齿轮 TCA

中,已获得了修形齿面在任意安装误差条件下的真实形

状与相对位置。图 2中M o是瞬时接触点, n
ο

f 是单位公法

线,M 是沿主方向 (长轴)上的任一离散点,在固定座标系 S f 中M o 的矢径 r
ο(M o

)
f 已经确定,从

M o到M 的矢径△S
τ 由主方向和离散点选取密度决定,则M 在 S f 中的矢径可以确定为:

r
ο(M )

f = (xM , yM , zM ) T = r
ο(M o

)
f + △S

τ (1)

过M 作齿面法线 n
ο

f 的平行线 ,分别交齿面 2 1 和 2 2 于M 1 和M 2,则ûM 1M 2û就是瞬时接触点

M o 主方向上某离散点M 处的齿面间隙。由TCA 已知 2 1 在M o接触时的齿面为 r
ο

f (u 1, Η1, Υ1) ,

式中 Υ1 为齿轮转角,此时为定值, u 1 和 Η1 是齿面参数,由这两个参数来确定M 1 的座标:

r
ο(M 1)

f = [xM (u 1, Η1) , yM (u 1, Η1) , zM (u 1, Η1) ]T (2)

由于M 1M 2∥n
ο

f ,因此有:

[xM 1 (u 1, Η1) - xM ]õ ny = [yM 1 (u 1, Η1) - yM ]õ nx

[xM 1
(u 1, Η1) - xM ]õ nz = [zM 1 (u 1, Η1) - zM ]õ nx (3)

式中 nx、ny 和 n z 是 n
ο

f 的 3个分量。解二元非线性方程组 (3) ,即可获得 u 1, Η1,进而确定 r
ο(M 1)

f 。用

同样的方法可求出 r
ο(M 2)

f ,得到齿面间隙 bM = ûM 1M 2û。

3　多对齿的同时啮合及齿面柔度系数
　　斜齿轮副的实际重合度小于理论重合度,而随载荷增大,实际重合度将逐渐逼近理论重合

度。但在任何时候,斜齿轮副的实际重合度都应大于 1,即存在多对齿同时啮合,分担齿轮传动

中的总载荷。因此,在承载接触分析中必须考虑相邻多对齿的几何和力学性质,即对相邻多对

齿进行 TCA 和有限元轮齿变形计算,工作量很大。假定轮齿上每一点的几何和力学性质都是

按轮齿完全重复的,而且在 TCA 计算中主动轮的转角步长 (选取值) Υs 满足下列条件:

Υs = 2Πö(N 1K ) (4)

式中 K 是正整数,即每啮合周期所需计算的接触位置数。在连续传动中,按 (4)式产生的齿面

图 3　由 TCA 得到的齿面接触印痕

瞬时接触点也是按轮齿完全重复的。图 3所

示,是某一斜齿轮副取 K = 5时由 TCA 计算

得到的齿面啮合印痕。若此时被分析齿对在

第 7 点接触,则同时该齿对的前一齿对与后

一齿对分别在本身齿对的第 2 和第 12 点接

触。由于前述假定,相邻第 1、2、3对齿上分别

为第 2、7、12序号的接触点,可在同一齿对上进行 TCA 和有限元变形计算,大大节约了计算

工作量。
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齿面接触状况的另一个重要影响因素,是齿面柔度。在不考虑齿面摩擦的情况下,假设沿

齿面瞬时接触点主方向同时作用几个法向载荷 p 1⋯p n ,则第 i个载荷点产生的法向位移为:

D i = 6
n

j= 1
p j f j i (5)

式中 f j i称为柔度系数,其定义是当齿面 j 点作用一单位法向力时, i点产生的法向位移,本文

假定相邻齿之间无相互作用。作者采用了 20结点等叁元三维有限元 法来计算柔度系数,首先

计算齿面上单元网格结点处的柔度系数,然后采用多元插值方法计算各瞬时接触点主方向上

全部离散点的柔度系数。这样,同一几何参数的齿轮副只需进行一次有限元计算,将得到的网

格结点柔度系数存储起来,对于不同修形、不同误差、不同载荷的情况,齿面啮合印痕发生改

变,只需重新插值来获得各瞬时长轴离散点上的柔度系数,计算工作量又得到极大的节省。

4　L TCA 的模型、算例及计算结果分析
　　图 4所示是L T CA 的计算模型,假设此时有两对齿É和Ê可能同时接触。图中接触曲线

图 4　L T CA 的计算模型

表示齿面沿主方向 (长轴)的横截面,每一

齿对上的 i表示瞬时接触点 (接触椭圆中

心) , j表示沿主方向上的离散点,w 表示接

触前初始间距。由图 4 可见, w 包括了式

(2)解出的侧隙 ∆t 和由式 (3)解出的接触

点外的间隙 bM。d 是接触变形后最终间

距, p 是主方向各离散点的支反力, P 是总

法向载荷, Z是刚体接近量。在 i点, w i=

∆t,即该齿对的传动误差; 在 j点, w j= ∆t+

b j, b j是 j点的齿面间隙。

齿面的接触可由下式描述:

f É iÉ l
p É i + f É jÉ lp É j + w É l = Z + d É l

f Ê iÊ l
p Ê i + f Ê jÊ lp Ê j + w Ê l = Z + d Ê l

　　　 ( l = i, j )

6
l= i, j

(p É l + p Ê l) = P

IF　p sl ≥ 0　,　TH EN　d sl = 0

IF　p sl = 0　,　TH EN　d sl > 0
　　　 (s = É , Ê ; l = i, j )

(6)

图 5　斜齿轮齿面载荷分布

上式是由已知参数 f、P、w 和未知

参数 p、d、Z 组成的一个非线性规

划,用一种改进的正规形方法可以

解出[4 ]。根据需要可在每一瞬时接

触点的主方向上取足够多的离散

点,解出结果 p 表示齿面载荷分布,

Z表示这一接触位置上载荷 P 作用

下的线位移传动误差,可按本文第

2节中的公式转换为角度传动误差
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∆Υ2。顺序进行一个啮合周期中按 (4)式所示步长划分的每一接触位置上的L T CA ,即可得到这

一齿轮副的全部承载啮合过程。对于轴、轴承和箱体等支撑变形的影响,可将由此引起的齿轮

空间位置的变化代入 T CA 程序重新计算,并进行此工况下的L T CA。

图 6　斜齿轮承载传动误差

上述全部 T CA 和L T CA 计算

过程已编制成微机软件,并以一对

修形斜齿轮为例,进行了不同误差、

不同修形和不同载荷的 T CA 与

L T CA 计算。这对齿轮的几何参数:

主动及被动齿轮的齿数分别为 20

和 40; 模数均为 215 m m ; 压力角与

螺旋角均为 20°; 齿宽均为 30 m m。

修形参数的说明见文献[ 6 ]。

图 5显示了这两种齿轮在无安

装误差和轴线角度误差 ∆r= 2′时,

输入扭矩 100 N ·m 作用下的齿面

载荷分布。图 6是在输入扭矩分别

为 20、50和 100 N ·m 时的传动误

差曲线。由图可见, CN C 机床加工

的齿面修形,对于纠正因安装误差

引起的齿面偏载,改善齿面载荷分

布和传动误差对安装误差的敏感

性,具有良好的作用。

5　结　论
　　 (1)提出了一种L T CA 的计算模型,包括了齿面几何、误差、轮齿变形及支撑变形等诸多

因素的影响,尤其是有机地结合了精确的几何 T CA ,具有较高的仿真度。 (2)L T CA 方法可以

通过对单齿的计算,进行多齿对的L T CA ; 并只需一次柔度系数的有限元计算,可以进行多种

不同误差、不同修形、不同载荷的L T CA ,极大地减少了计算工作量。 (3)通过一对修形斜齿轮

的L T CA ,显示了L T CA 方法的有效性和先进性,并且这一方法可推广到各种齿轮传动。
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is emp loyed to calcu la te therm al bending vib ra t ion respon se. T hese m ethods are verif ied by

therm al bending tests. In genera l, th is num erica l m ethod is simp le and app licab le to the ther2
m al bending analyses and invest iga t ion of its influence on aircraft engine.

Key W ords　T emperatu re field　D efo rm at ion　F in ite elem en t m ethods

TOOTH CONTACT ANALY SIS
OF MOD IF IED HEL ICAL GEARS

Fang Zongde
(10th D ep t. N orthwes tern Polytecn ica l U n ivers ity , X i’an　710072)

ABSTRACT　　　　A n app roach fo r calcu la t ing too th w o rk ing - su rface con tact and

too th edge con tact of modif ied helica l gears is p ropo sed. T he genera t ion of too th su rface and

Too th Con tact A nalysis (TCA ) of the modif ied helica l gears under variou s erro rs can be sim u2
la ted on compu ter by the aid of th is app roach. T hen, the too th modif ica t ion by changing too th

p rofile of rack- cu t ter and by CN C m ach ine is con sidered. A s an examp le, TCA on pair of

modif ied helica l gears is comp leted by u sing above m etioned app roach, and the imp rovem en t

fo r con tact under erro rs is show n. T h is m ethod can be u sed fo r modif ica t ion of helica l gears.

Key W ords　H elica l gears　Con tact p rob lem s　Sim u lat ion

LOAD ED TOOTH CONTACT ANALY SIS
OF MOD IF IED HEL ICAL GEARS

Fang Zongde
(10th D ep t. N orthwes tern Polytecn ica l U n ivers ity , X i’an　710072)

ABSTRACT　　　　A sim u lat ion app roach fo r loaded too th con tact analysis is p resen t2
ed. D efo rm at ion of the too th, deflect ion of the suppo rt ing system , back lash betw een the

teeth, gap s on po in ts excep t tempo rary con tact po in t, m anufactu ring and assem b ling erro rs
are con sidered. In th is p rocedu re, the accu ra te geom etry resu lted from TCA is foundat ion of

w ho le calcu la t ion, and the flex ib ility facto r m atrix by u sing fin ite elem en t m ethod is adop ted.

Besides, the non - linear con tact analysis betw een m u lt i- pa irs of teeth can be done on ly
th rough the m echan ica l and geom etrica l analyses of single- pair of teeth.

Key W ords　H elica l gears　Bearing capacity　Con tact p rob lem s

RESONANCE INTERFERENCE ANALY SIS
AND REL IAB IL ITY ASSESSM ENT
FOR A FA IL ED TURB INE BLAD E

Ou Yangde, Fu X iaop ing, Song Zhaohong
(4th D ep t. B eij ing U n ivers ity of A eronau tics and A s tronau tics, B eij ing　100083)

ABSTRACT　　　　A series of analyses fo r b lades of second tu rb ine in a given aero2
engine have been accomp lished such as vib ra t ion analysis, resonance analysis, modal st ress

analysis, and sta t ist ica l analysis fo r the b lade natu re frequencies ob ta ined in field and m ass-

p roduct ion. T he fa ilu res of the b lades have been invest iga ted by the syn thesis of the ob ta ined

resu lts and a resonance in terference analysis. In resu lt, the fa ilu re sou rces have been found
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